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摘 要 鉴于多结点样条曲线"LM0I$是一种点点通过的插值样条曲线=因此在对多结点样条插值曲线研究的基

础上=给出了有理多结点样条插值曲线和有理多结点样条插值曲面的定义=并讨论了有理多结点样条的性质=对有

理多结点样条曲线和有理多结点样条曲面的光滑拼接问题进行了讨论<此外=还对有理多结点样条在计算机辅助

几何设计中的若干应用问题进行了说明<
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= 引 言

多结点样条曲线"LM0I$是建立在样条理论基
础上的一种插值曲线=文献>’?@文献>!?对其性质

进行了充分讨论<由于这类样条的基函数=是通过对

9样条曲线的基函数施行平移和迭加变换而得到
的=因此使得多结点样条曲线在插值时=不仅能对型
值点点点通过=并且能保持样条曲线的局部性A显
式表达和容易交互设计的性质<
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线已先后在计算机动画!分形图形的生成!计算机字
形设计和小波函数的构造中得到了应用"#$%&’其 (
次多结点样条插值函数具有如下的数学表示形式)
给定型值点 *+,*-,.,*/,那么,多结点样条插值

曲线可表示为

012345
/

64+
7(128 63*6,29 "+,/& 1-3

其中,*6称为型值点,7(123称为 (次多结点样条插值
曲线的基函数,其数学表达式为

7(12345
:9;
<: =(128 >1(3: 3? =(12? >1(3:" &3

其中,;4@+,-,.,(A

=(1234 -
(B5

(

:4+
<:(?-18 -3: 2?(?-CD E8:

(

?
1C3

>1(3: 为与(有关的平移参数’特别对于(4C,F的情
形,有

7C1234 1CG8 H3=C123 1F3

7F1234 FG8 I
FH?

C
FHD EC =F123 1J3

其中,=C123为二次 K样条曲线的基函数LG称为单
位算子,H称为平均算子,并且满足

HM1234 -
C M2?D E-C ? M28D ED E-

C 1N3

(4C时的多结点样条的基函数图形1如图 -3’

图 - 二次多结点样条的基函数图形

在实际计算中,二次多结点样条插值曲线可以
采用如下的矩阵形式

01234
12C,2,-3O1*68-,*6,*6?-,*6?C3P

11-8 23C,1-8 23,-3O1*6?C,*6?-,*6,*68-3
Q
R

S P 1T3

其中,矩阵 O为

O4
FUJ 8 #UJ NUJ 8 -UJ
8 -UC + -UC +
V

W

X

Y+ - + +
本矩阵形式可以用于多结点样条曲线生成的计算,
通过选择不同的 2,即可得到不同的 0123’
多结点样条插值曲线虽可以满足一般曲线的插

值要求,但是对于精度较高的曲线进行插值时误差
较大,为此,需要采用有理多结点样条插值曲线’有
理多结点样条同 Z样条的异同参见图 C’

1[3K样条曲线1*6为控制点3

1\3多结点样条插值曲线1*6为插值点3

图 C 多结点样条插值曲线和 K样条曲线区别

] 有理多结点样条插值曲线

]’] 定义
有理 ^_‘a可采用如下的不同方式进行定义)
定义 ] 已知插值点 *+,*-,.,*/及其权因子 ;+,

;-,.,;/,要求找到有理插值曲线 0ba123满足如下
条件

0ba123
5
/

64+
;67(,6128 63c6

5
/

64+
;67(,6128 63

,29 "+,/& 1I3

其中,0ba123称为有理多结点样条插值曲线,*6称为
型值点,;6为与 *6相关联的权系数,;+,;/d+,其余

;6e+,7(,6123,称为 (次多点样条插值曲线的基函数’
定义 f 有理 ^_‘a也可采用如下的形式进行

定义,其中各参数的意义和定义 -中各参数相同’

0ba12345
/

64+

;67(,6128 63

5
/

:4+
;:7(,:

R

S

g

h128 :3
*6,29 "+,/& 1%3

定义 i 有理 ^_‘a同样可采用如下的形式进
行定义,其中各参数的意义和定义 -中的意义相同’

0ba12341;6j6,;6k6,;6l6,;63

4
j6
;6,
k6
;6,
l6
;D E6 ;6m +

n ;6
Q
R

S 4 +
1-+3

其中,0ba123为四维点1;6j6,;6k6,;6l6,;63在 ;64-
超平面上的投影点1j6,k6,l63所确定的曲线’
]’f 性质
有理 ^_‘a的 (次基函数 op(123,也称为有理

^_‘a的调配函数,可以写为如下的形式
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满足下面的性质5
&4(正规化条件
有理 6789的调配函数满足下述性质5

-
.

$)0
!"#$% &’() 4#’1 20#.3 &4:(

&:(非负性
有理 6789的调配函数不满足曲线的非负性#

也就是说#下述性质不成立;
!"#$% &’(< 0#’1 20#.3 &4=(

&=(对称性

!"#$% &’() !"#$% &., ’(#’1 20#.3 &4>(

&>(有限支撑性

!"#$% &0() 4#!"#$% &’() 0#’) 4#?#.
且 !"#$% &’()0#@’@<"
&A(分段性
因有理 6789的调配函数为分段的多项式#故

其有理形式为简单的分段有理函数;
由上述有理 6789的调配函数的性质就决定了

有理多结点样条曲线具有以下性质5
B插值性
一般情况下#样条曲线可根据调配函数的不

同#分为插值和逼近两种2403#C样条曲线就是一种
逼近曲线#图 :说明了两种样条曲线之间的异同;
由于有理 6789是一种插值曲线#因此容易通过型
值点#但是其他自由型曲线#诸如 CDEFDG曲线则很
难通过这些插值点#除非进行复杂的计算;

H 仿射不变性
有理 6789的仿射变换可以直接对其控制点进

行#这是由基函数的正规化条件所保证的;仿射变
换包括平移I缩放和旋转等#有效的仿射变换可以
节约计算机的计算时间#因为先变换型值点再进行
插值计算和先进行插值计算再变换曲线上的点所得

到的曲线是相同的2443;
J 凸包性
由于 6789的调配函数不满足非负性#所以有

理 6789不满足凸包性#这就意味着有理 6789并
不完全包含在其控制顶点所组成的凸包中;

K 变差缩减性
变差缩减性是指一条直线或一个平面与 6789

的交点个数不多于该直线或该平面与 6789控制多

边形的交点个数;这一性质说明了有理 6789在其
凸包内#没有频繁的振动;

L 对形状的描述
有理 6789可以表示一条曲线上的光滑曲线段

和直线段#也可以表示曲线上的尖点#这是由 6789
的参数连续性和几何连续性来保证的;

M 对圆锥曲线的表达
计算机辅助几何设计中#初等解析曲线具有非

常重要的作用#如圆弧I椭圆I球I圆柱和旋转面等;
为了表达上的统一#有理 6789应该如同 NOPC7
曲线一样#可以对圆等曲线进行表示&参见图 =(;

图 = 有理多结点样条曲线对圆的表示

Q 透视变换不变性
一般来讲#虽然大多数非有理曲线不满足透视

变换的不变性#但是在有理曲线中#根据有理曲线的
定义#先对型值点进行透视变换#再生成样条曲线
和先生成曲线再进行透视变换最后所得到的结果是

相同的;另外#有理 6789的定义 =是高维空间的降
维公式#它说明了有理曲线在透视变换下具有不变
的性质;

R 局部性
有理 6789的权因子是附加的形状参数#它对

曲面局部的推拉作用可以局部地定量确定;由图 >
可见#分别改变两个控制点 S4和 S:的权值#参数相
同的点仍位于同一条直线上;

&T(改变 S4的权值得到的一族

曲线#相同参数的点位于直线U4上
&V(改变 S:的权值得到的一族

曲线#相同参数的点位于直线U:上

图 > 二次有理多结点样条曲线的权因子

对曲线形状的影响
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! 端点条件
有理 "#$%在一般情况下通过除两个端点之外

的所有型值点&这种情况要求在端点处强制使用边
界条件&其中包括强制使用切线条件’周期条件和重
复端点条件(对于准均匀情况&最简单的情况将端点
重复两次&这样一来&曲线即可以通过型值点集合中
的所有点(

)*+,- )*和 ),- ). /,01
对于均匀的情形&二次有理"#$%的切向量满足

234%5/.1- 6.&234%5/*1- 6* /,71

因此可得

)8,-
9,),+ /9,8 98,1).8 59.6.

98, /,:1

)*+,-
9*8,)*8,+/9*8,89*+,1)*859*6*

9*+, /,;1

对于封闭曲线&只需要取如下周期条件

)8,- )*8,
),- )*+,/).- )<1

/,=1

于是&当 >?@.&*A时&有理二次多结点样条函数插
值曲线 24%5/>1即被确定下来(
B(C 有理 DEFG的离散生成算法
有理 "#$%和非有理 "#$%的最大区别是引入

了权因子&但是一旦给定权因子&权因子不仅对曲线
生成影响不会太大&而且在有理 "#$%生成的过程

中&还会将 9H)H

I
*

J-.
/9JKL&J/>8J11

当作 "#$%的插值点看

待&由此可见&有理 "#$%的离散生成方法和非有
理的情况基本相同@=A(
B(M 有理 DEFG的连续性
若将两段二次有理 "#$%进行光滑拼接&为了

达到参数 N,连续&只要使两段曲线段之间保持具有
公共的结点&且两端相邻的两个公共点重合即
可@,5&,OA(这样一来&两段曲线段即具有公共的切向
量(这就是说&N,参数连续意味着在两曲线的公共
连接点处具有相同的切向量&即满足条件

24%/.1- K4%/*1&234%/.1- K34%/*1 /5.1
其中&24%和 K4%为需要进行光滑拼接的有理曲线(
在两段有理 "#$%进行光滑拼接时&为了达到

参数 N.连续&只需要将两段曲线段的端点重合即
可(下述的条件有助于进行两段曲线段的拼接

24%/.1-K4%/*1&234%/.1- PK34%/*1 /5,1
P? /8 Q&Q1

R 有理多结点样条插值曲面

有理多结点样条插值曲面是多结点样条插值曲

面/"#$#1的自然推广("#$#首先需要在张量积曲
面上计算两个不同方向上的 "#$%&然后同一般的
张量积曲面一样进行生成(
定义 M 一个 LST次的有理 "#$#定义为

24#/>&U1-
I
*

H-.
I
V

J-.
9HJKL&H/>8 H1KW&J/U8 J1)HJ

I
*

X-.
I
V

Y-.
9XYKL&X/>8 X1KW&Y/U8 Y1

/551

>? @.&*A&U? @.&VA
其中&)HJ&H-.&,&Z&*[J-.&,&Z&V呈拓扑矩阵排
列&形成一个控制网格[9HJ为与顶点 )HJ联系的权因
子&规定在 \个顶点处用正的权因子&在其他位置使
用非负的权因子[KL&H/>8H1和 KW&J/U8J1分别为沿 >
方向的 L次和沿 U方向的 W次多结点样条(
定义 ] 有理 "#$#也可以采用下述的形式进

行定义&其参数同定义 \

24#/>&U1-I
*

H-.
I
V

J-.
K^L&H&W&J/>&U1)HJ /5O1

>? @.&*A&U? @.&VA
其中

K^L&H&W&J-
9HJKL&H/>8 H1KW&J/U8 J1

I
*

X-.
I
V

Y-.
9XYKL&X/>8 X1KW&Y/U8 Y1

/5\1

为双变量的多结点样条曲面的基函数(
有理 "#$#的基函数和非有理 "#$#的基函数

有如下相类似的函数图形和解析性质_
/,1局部支撑性
有理 "#$#在其定义域内非零&在其定义域外

为零(
/51规范性
由于有理 "#$#的基函数在定义区间内权和为

单位 ,&因此&有理 "#$#的基函数具有规范性(
/O1可微性
有理 "#$#的基函数在定义域内导数存在&且

在定义域内可以得到其最大和最小值&故其可微性
成立(
有理 "#$#如图 0所示&它和非有理的 "#$#

具有如下相类似的几何性质_
‘局部性
有理 "#$#的局部性是非有理 "#$#的推广(
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!凸包性
有理 "#$#不具有凸包性%
&仿射不变性和透视不变性
有理"#$#具有仿射变换和透视变换下的不变性%
’变差缩减性
有理 "#$#不具有变差缩减性%

()*有理多结点样条插值曲面的线框表示

(+*有理多结点样条插值曲面的真实感表示

图 , 有理多结点样条插值曲面示例

- 结 语

本文从非有理多结点样条出发.将多结点样条
插值曲线推广到有理情况.进而给出了有理多结点
样条插值曲线曲面的性质%进一步的工作应着眼于
有理多结点样条插值曲线曲面离散生成算法的改进

和有理多结点样条插值曲线在曲面生成时所涉及的

一系列问题广泛而深入的研究%
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闫伟齐 /8A>年生./88A年获西北大

学数学系理学硕士学位.现为中国科学院

计算技术研究所博士研究生%研究方向为

计算机图形学%

丁 玮 /89/年生.?<<<年获中国科

学院计算技术研究所计算机应用专业计算

机图形学工学博士学位.现为联想集团发

展战略研究部高级研究员%研究兴趣为数

字图象压缩和数字图象信息的隐藏等%已

发表论文近 :<篇%

齐东旭 教授h博士生导师%主要研究

领域为数值分析h计算机辅助几何设计h计

算机图形学h计算机动画h数字图象压缩和

数字图象的信息安全处理等%发表论文 /:<
余篇.出版专著 ,部%
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